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連続函数環 におけ るidea1と
無限遠 におけ る函数の状態
沼 田 久
1.ユ ーク リッ ド平面におけ る実 数値連続 函数の無限遠 におけ る状態 は種
々様 々であ るが,適 当 な濃度 の集合を無限遠 点 としてつけ加えて,そ れ ら無
限 遠点におけ る函 数値 を適当に定 め ることに よ り連続 函数にす ることがで き
るか ど うかに よって函数の分類 をす ることも考え得 る。 この小論 では,こ の
考 え方か らヒソ トを得 て,函 数環の中のidealと無限遠 において よ く似た状
態 の函数の族 との対応 を考 えてみ たい。 以下では次の記号 を使用す る。
X:compactでな いlocallycompactspace
C:X上 で定 義 されたすべ ての連続実 数値 函数のなすring
Cb:Cの中のすべ ての有界 函数のなすring
Cw:任意の ε>0に対 して適当なcompactsubsetKをX内にえ らぶ と,
X∋xflKtsるxに対 しては1∫(x)1<εとな るpm数fcCの全体のなす
ring
Cic:Cの中 の 函 数 でcompactsupportを持 っ た も の す べ て の な すring
2.f・Cに 対 して,Cbとfと か らgenerateされ たCのsubringをCb〔刀 と
書 く こ とに して,集 合
0(f)一{919cw,h・8cwforall為Cb〔f〕}
を 考 え る と 明 ら か に
Cb〔f〕二〇(f)⊃ひ
0(f)はCb〔f〕のideal
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が 成 立 す る 。 更 に 一 般 にD⊃Cbな るCのsubringDに 対 し て
0(D)={818Cω,h・8εCwforallんξD}
と定 義 す れ ば
D⊃0(D)⊃ciC
O(D)はDのideal
と な る こ と も明 らか で あ る。
次 にCに お け るO-o(D)のnormalizerをD(0)-D(0(D))と表 わ せ ぽ.
即 ち
D(0)={h!hfC,h・grOforall8・ε0}
とす れ ば
D(0(D))⊃D
O(D)=O(D(0(D)))
従 っ て
D(0(D))=D(0(D(0(D))))
が 成 立 す る 。
以 下 簡 単 の た め に ひ 一D(0(D))と 書 く こ とに し よ う。DとEをCの
subrin9とし,D=Cb,E⊃Cbと す れ ば 直 ち に
DeeはCのSubringであ る
D⊂Eな らばDee⊂Eee
D⊂Dbe
DX=Dee+
が 導 か れ る こ とは 明 らか で あ る。
Remark.も し もfεCに 対 し て
fn・gECwforanypositiveintegern
な る 函 数9EC"(但 し8ξCり を 得 る こ とが で き る な らば
1(ciC,9)⊂0(f)
1(ciC・9)ミCN'
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が 成 立 す る 。 こ こ で1(ciC,8)はぴ とgと か ら生 成 され たCb〔f〕のidealを
表 わ す もの とす る 。 従 っ て こ の と きは
O(f)=UI(ciC,8).
fω(f)
3,Propositionl.EとFと がCのsubringで0(E)=O(F)な ら ぽ
0(EVF)=O(E)=0(F).
一 ・般 にFλ(Zc〈)がCのsubringで0(E)一 ・O(Fλ)forallZE〈 な ら ば
0(>Fλ)=O(E).
　ごム
こ こ でEvFはEとFと か らgenerateされ たCのsubringを 表 わ す 。>Fλ
λ`〈
に つ い て も 同 様 。
証 明 。
0(E)-0(F)よ りD(0(E))=D(O(F))
従 っ て
0(D(0(E))>D(0(F)))=0(D(0(E)))
一 方
0(D(0(EvF)))⊂0(D(0(E))vD(0(F)))⊂0(EVF)
が 成 立 す る か ら
0(F)=O(E)=0(D(0(E)))=0(D(0(E))>D(0(F)))=-O(E>F)
Q.E.D.
2つ の 集 合D,0を 次 の よ うに定 義 す る:
D={DlDisasubringofC,Dx=D},
O={0(D){DED}.
す る と記 号0を1つ の 対 応 とみ れ ば
D,DO→0(D),O
はDか ら0の 上 へ の1-1mappingとな る 。
実 際,E,FfDで0(E)一 ・O(F)な らぽ
E==Eee.一一D(0(E))==D(0(E))>D(0(F))⊃EvF⊃F
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同 様 に してE⊂F.
従 っ て1-1で,on七〇で あ る こ とは 定 義 よ り自 明 。
/
4.定 理(Nontriviali七ytheorem).Xはcompactでな い10callycompact
normalspaceで,条件(i),(ii)を満 た す 無 限 遠 点 の 近 傍 の 列
{Ul,U2,U3,...}
が 存 在 す る も の とす る。
(i)無 限 遠 点 の い か な る 近 傍uに 対 して もUn⊂uと な る 自 然 数nが あ
る。
(ii)Un皐Un+1.
す る とCのsubringDで
D皐Cb・0(D)キC'C
と な る もの が 存 在 す る。
証 明 。
各 脅こ対 してE`-U`∩(U`+1)cとお け ばEi⊂U宕+2で,Xがnormalで あ る
こ とか ら適 当 なopense七G`
E`⊃G.iDGtキφ
を え ら ん で 連 続 函 数 あ を
f・(x)一{呈:1:ま
・≦f・(x)≦÷f・ ・anyx・X
とな るよ うに定義 で きる。そ こで
　
∫(κ)昌Σ 乖(の
`晶1
とおけぽ
　
ノω一{婁:1:『
・≦f(x)≦÷f・ ・x・El⊂Ui
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ffC"
と な っ て い る。 またXのnormalityか らGi⊃HρH`キ φな るopellsetHi
を え ら ぶ こ とが で き る か ら上 と同 様 に して
9・(x)一{1:畿
0≦9t(x)≦i
な る連続tw数9i(X)を作 るこ とがで きる。
　
9(x)・Σ9`(〃)
i=1
とおけぽ 明 らか に8`Cで しか もg峰Cb・
さて,任 意 の 自然数Utc対して積gn・fを作 る と明 らかに
・≦9・(x)・f(x)≦去 ・x・E`⑫ 　 　
gn(x)・f(x)・=・O:x((UEs)c・=∩El
`nli昌1
従 っ てgn・fEC"・
こ の こ と と前 記 のRemarkか ら証 明 が 完 了 した 。
こ の 定 理 に よ っ てnontrivialなD,0の存 在 が あ る種 のnormalspaceに
対 し て は 保 証 され た こ とに な る 。
5.Proposition2.spaceXが0(f)-CwforanyfinCw,即 ち0(C)==
Cω を 満 た す も の とす る 。 ・
(i)XがHausdorffspaceな ら ば,Cwの ど ん なfに 対 し て も
,
Z=={xl∫(x)・-O}はfinitesetでは な い 。
(ii)Xがnormalspaceな ら ば,Cwの ど ん なfに 対 し て も
Z={xlf(x)一・O}はcompactで な い 。
証 明 。
(i)Cwの な か の あ る ノに 対 し てZがfini七esetで あ っ た と す る 。
locallycompac七Hausdorffspaceはcompletelyregularであ る か ら 各
9εZに 対 し て
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ffz(の一l
f,(x)-O:xのあ る近 傍U,の 外 部 で'
(U。はcompactと し て よ い)
0≦f(x)≦1:XEX
と な るf,ECを え らぶ こ とが で き る 。
9-f2+Σf,む
と お け ばgEC",g(x)…華Oforevery艇Xで ⊥EC.従 っ てg'⊥ 一・1eCw
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とな り仮定に反す る。
(ii)(i)の証 明中の9の 近 傍Uzを 集合zの 近傍1つ でおきか えれば よ
いo
Proposition3.XがHausdorffspaceで0(C)一ぴ な らばCffeCbな る
各 函 数 ∫に 対 して 適 当 な 正 数 ηを え らぶ と,集 合
{xll∫(x)i≦n}
はcompactで な い 。 、
証 明 は 上 記(ii)の場 合 と同 様 で あ る。
